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ВСТУП

Актуальнiсть теми дослiдження: Принцип максимуму є дiєвим
iнструментом для дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв рiвнянь
в частинних похiдних. Як вiдомо з курсу задач математичної фiзики,
для рiвнянь елiптичного та параболiчного типу принцип максимуму є
дослiдженим фактом, а також вивчено його застосування в прикладних
задачах математичної фiзики. Водночас для рiвнянь гiперболiчного типу
класичний принцип максимуму не виконується, але наразi є публiкацiї,
в яких було побудовано принцип максимуму в слабкому виглядi. Дослi-
дження аналогiв принципу максимуму для рiвнянь гiперболiчного типу
є актуальною темою в курсi рiвнянь в частинних похiдних, а, отже, i для
теми магiстерської роботи.

Об’єкт дослiдження: Хвильове рiвняння, принцип максимуму.
Предмет дослiдження: Аналог принципу максимум для рiвнянь

гiперболiчного типу.
Мета: Доведення аналогу принципу максимуму для рiвнянь гiпер-

болiчного типу.
Для реалiзацiї поставленої мети необхiдно вирiшити наступнi зав-

дання:
1. Вивчення методу отримання слабкого принципу максимуму для хви-

льового рiвняння.
2. Отримання за допомогою вивченого методу аналогу принципу ма-

ксимуму для хвильового рiвняння з молодшим членом нульового по-
рядку.

3. Отримання слабкого принципу максимуму для хвильового рiвняння
з молодшими членами першого порядку.

Методи дослiдження: Методи оцiнок, теорема Стокса.
Наукова новизна: Знайдено аналог принципу максимуму для гiпер-

болiчних рiвнянь другого порядку.
Практичне значення: Принцип максимуму є важливим iнструмен-

том для подальшого вивчення властивостей розв’язкiв рiвнянь матема-
тичної фiзики.
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Дослiдженням цiєї тематики займамлися Protter M. H., Weinberger
H.[1], в своїй роботi вони визначили аналог принципу максимуму для
хвильового рiвняння, а також розширили свiй результат для гiперболi-
чних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами та молодшими членами першого
порядку.

Також Mawhin J., Ortega R., Robles-Perez A. [2] було доведено прин-
цип максимуму для слабких розв’язкiв u ∈ L∞(R + T 3) телеграфного
рiвняння у тривимiрному просторi utt − 4xu + cut + λu = f(t, x), де
c > 0, λ ∈ (0, c2/4] i f ∈ L∞(R + T 3).

Деякi з цих принципiв були доведенi для гiперболiчних рiвнянь
другого порядку з нижчими членами в роботах Agmon S., Nirenberg L.[3],
Clain S. [4].

У випадку перiодичних розв’язкiв принцип максимуму є приро-
дним i був доведений Wang F., An Y.[5] i Li Y.[6] у зв’язку з iснуванням
та кратнiстю додатних перiодичних розв’язкiв для нелiнiйної телегра-
фної системи.

Аналог принципу максимуму також дослiджувався в роботах Duffin
R. J.[7], Protter M. H.[8], Sather D.[9], [10], Sousa R., Guerra M., Yakubovich
S.[11], Sloss J. M., Sadek I. S., Bruch Jr. J. C.[12].

Квалiфiкацiйна робота складається зi вступу, 4 основних роздiлiв,
висновкiв та списку використаних джерел.

В першому роздiлi представленi допомiжнi матерiали, що вивчали-
ся у курсах математичного аналiзу та рiвнянь математичної фiзики. За
їх допомогою було встановлено основнi результати роботи.

У другому роздiлi було поставлено задачу для хвильового рiвняння
двох незалежних змiнних та побудовано аналог принцип максимуму для
нього.

Третiй роздiл мiстить застосування до випадку рiвняння коливання
з молодшим членом типу амплiтуд.

У четвертому роздiлi розширено результат пошуку аналогу прин-
ципу максимуму для загального оператору другого порядку.

В основi роботи лежить пошук та побудова аналогу принципу ма-
ксимуму для рiвнянь коливання струни. Як вiдомо, принцип максимуму
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може використовуватись лише для елiптичних i параболiчних рiвнянь
та дає можливiсть дослiдити якiснi властивостi розв’язкiв задач мате-
матичної фiзики. Цi властивостi (єдинiсть розв’язку та неперервна зале-
жнiсть вiд початкових умових) задовiльняють два пункти з одначення
коректностi за Адамаром.

Аналог принципу максимуму для гiперболiчних рiвнянь можливо
побудувати лише в термiнах оцiнок, тому в ходi дослiджень отримаємо
слабкий принцип максимуму:

u(C ′) ≤ 1

2
[u(A′) + u(B′)].

Також в роботi буде розглянуто розширений результат для гiпер-
болiчного рiвняння з молодшими членами першого порядку:

L[u] ≡ auxx + 2buxt + cutt + dux + eut,

де a, b, c двiчi неперервно диференцiйованi, а d та e неперервно диферен-
цiйованi функцiї x i t.

Апробацiя результатiв дослiдження:

1. Опублiковано тези: Ю. А. Андреєва, К. О. Буряченко. Застосуван-
ня аналогу принципу максимуму для коливних процесiв. Прикладнi
аспекти сучасних мiджисциплiнарних досдiджень: матер. I Мiжнаро-
дної науково-практичної конференцiї. Вiнниця: ДонНУ iменi Василя
Стуса, 2022. С. 244-247.

2. Зроблено доповiдь на конференцiї: Ю. А. Андреєва, К. О. Буряченко.
Застосування аналогу принципу максимуму для коливних процесiв.
I Мiжнародна науково-практична конференцiя «Прикладнi аспекти
сучасних мiждисциплiнарних дослiджень», Вiнниця, 2022.
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РОЗДIЛ 1.
ДОПОМIЖНИЙ МАТЕРIАЛ

У цьому роздiлi представлено матерiал з курсiв математичного ана-
лiзу та рiвнянь в частинних похiдних, що буде використовуватись у про-
цесi дослiджень.

В основi дослiдження лежить хвильове рiвняння, яке є одним з
видiв рiвнянь в частинних похiдних.

Розглянемо загальне рiвняння другого порядку в областi Ω ε Rn,
x = (x1...xn) ε Ω εRn [13]:

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u(x) = f(x). (1.1)

За головною частиною рiвняння (1.1) складемо квадратичну фор-
му:

Q(λ) =
n∑

i,j=1

aijλiλj.

Зведемо квадратичну форму Q(λ) до канонiчного вигляду методом Ла-
гранжа. Нехай в змiнних s : s = Bλ, detB 6= 0.

Отримаємо:
Q̃(s) = κis

2
i .

Означення 1.1 Будемо казати, що диференцiальне рiвняння (1.1)
iз сталими коефiцiєнтами в головнiй частинi є рiвнянням гiперболiчного
типу, якщо ∃j = 1, ..., n : κj = 1, κ1 = κ2 = ... = κj−1 = κj+1 = ... = κn =

−1 або навпаки ∃j = 1, ..., n : κj = −1, κ1 = κ2 = ... = κj−1 = κj+1 =

... = κn = 1.
Важливу роль при зведеннi рiвнянь до канонiчного вигляду вiдi-

грають характеристики рiвняння. Розглянемо означення цього поняття.
Означення 1.2 Поверхня ω(x) = const, ω ∈ C1 з гладкою функцi-

єю ω називається характеристикою рiвняння (1.1), якщо вона задоволь-
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нятиме наступному рiвнянню:

n∑
i,j=1

aij(x)
∂ω

∂xi

∂ω

∂xj
≡ 0. (1.2)

Рiвняння (1.2) називатимемо характеристичним рiвнянням для (1.1)
або рiвнянням характеристик.

Принцип максимуму дає можливiсть оцiнити якiснi властивотi розв’яз-
кiв рiвнянь математичної фiзики. Оскiльки вiн використовується лише
для рiвнянь елiптичного та параболiчного типу, розглянемо його сенс на
прикладi цих рiвнянь.

Для рiвнянь елiпнтичного типу має мiсце наступна теорема [14]:
Теорема 1.1 Нехай u(x)– гармонiчна функцiя в обмеженiй областi

Ω ⊆ R, ∂Ω ∈ C1, u(x) ∈ C(Ω̄), u(x) 6= const.
Тодi

max
Ω̄
|u| = max

∂Ω̄
|u|, min

Ω̄
|u| = min

∂Ω̄
|u|.

Розглянемо аналогiчну теорему для рiвнянь параболiчного типу.
Теорема 1.2 Нехай u ε C2(Ωτ) ∩ C(Ω̄τ) – розв’язок однорiдного

рiвняння теплопровiдностi
ut = a2uxx

в областi Ωτ = {(x; t) : x ε (0, l), t ε (0, T )}. Покладемо Γ = {x ε [0, l], t =

0} ∪ {x = 0, t ε [0, T ]} ∪ {x = l, t ε [0, T ]}.
Тодi

max
(x,t)εΩ̄T

u = max
(x,t)εΓ

u.

Основним iнструментом при пошуку аналогу принципу максимуму
для хвильових рiвнянь є теорема Стокса, що вивчалась ранiше у курсi
математичого аналiзу.

Розглянемо її формулювання [15]:
Теорема 1.3 Нехай функцiї P , Q, R неперервнi разом зi своїми по-

хiдними ∂P
∂y ,

∂P
∂z ,

∂Q
∂x ,

∂Q
∂z ,

∂R
∂x ,

∂R
∂y в областi G ∈ R3, S ⊂ G, тодi справедлива

наступна формула:
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∫
∂G

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
D

[(∂R
∂y
− ∂Q

∂z

)
cosα +

+
(∂P
∂z
− ∂R

∂x

)
cos β +

(∂Q
∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

]
dS.

Для випадку двовимiрної областi, теорема Стокса стверджує, що
для будь-якої обмеженої областi D з гладкою межею ∂D i будь-яких не-
перервно диференцiйованих функцiї p(x, t), q(x, t), виконується наступне
[16]: ∫∫

D

(∂p
∂x

+
∂q

∂t

)
dxdt =

∮
∂D

(pdt− qdx).

де iнтеграл навколо ∂D береться проти годинникової стрiлки. Ця тото-
жнiсть випливає з теореми про розбiжнiсть i того факту, що одиничний
вектор нормалi має компоненти (dt/ds, −dx/ds).
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РОЗДIЛ 2.
АНАЛОГ ПРИНЦИПУ МАКСИМУМУ ДЛЯ

ОДНОВИМIРНОГО ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ

Принцип максимуму не виконується для розв’язкiв гiперболiчних
рiвнянь i нерiвностей. У найпростiшому випадку хвильове рiвняння двох
незалежних змiнних має вигляд:

uxx − utt = 0, (2.1)

Легко побачити, що максимум непостiйного розв’язку u в множи-
нi D може знаходитися у внутрiшнiй точцi. Наприклад, ми бачимо, що
функцiя

u = sinx · sin t

задовiльняє наведене вище рiвняння та досягає максимуму в квадратi
0 < x < π, 0 < t < π з центром (π/2, π/2).

Щоб знайти можливий принцип максимуму, ми дослiджуємо при-
роду правильно поставлених граничних та початкових умов задач для
гiперболiчних рiвнянь.

Хвильове рiвняння (2.1) описує поперечний рух однорiдної струни
пiд час натягу. Найелементарнiшою задачею для такої системи є задача
Кошi. У цiй задачi ми задаємо u, ∂u/∂t i t = 0 на деякому iнтервалi
2α ≤ x ≤ 2β.

Ми маємо показати, що тодi рух однозначно визначається в межах
так званого характеристичного трикутника, тобто трикутник, сторони
якого складаються з iнтервалу 2α ≤ x ≤ 2β, t = 0 та сторони утворюють
кут ±π/4 з вiссю Ox i проходить через точки (2α, 0), (2β, 0) (див. Рис.1).
Демонстрацiя полягає в отриманнi явного розв’язку цiєї задачi методом
Рiмана.

Нехай u двiчi неперервно диференцiйована функцiя i

L[u] ≡ uxx − utt

задано в трикутнику D з вершинами A(2α, 0), B(2β, 0) i C(α+β, β−α).
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Рис. 1: Характеристичний трикутник

Розглянемо вираз∫∫
D

L[u]dxdt =

∫∫
D

(uxx − utt)dxdt.

Застосовуючи теорему Стокса, отримаємо:

∫∫
D

L[u]dxdt =

B∫
A

utdx+

C∫
B

(uxdt+ utdx) +

A∫
C

(uxdt+ utdx).

Оскiльки dx = −dt вздовж вiдрiзка BC i dx = dt вздовж CA,
маємо:

∫∫
D

L[u]dxdt =

B∫
A

utdx−
C∫
B

(uxdx+ utdt) +

A∫
C

(uxdx+ utdt).

Тепер можемо проiнтегрувати два останнi iнтеграли, i ми отрима-
ємо: ∫∫

D

L[u]dxdt =

B∫
A

utdx+ u(A) + u(B)− 2u(C)

або

u(C) =
1

2
[u(A) + u(B)] +

1

2

B∫
A

utdx−
1

2

∫∫
D

L[u]dxdt. (2.2)

Таким чином, значення u в C однозначно визначається в u(2α, 0),
u(2β, 0), ∂u/∂t для 2α < x < 2β, t = 0 i L[u] в D.
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Зокрема, ми бачимо, що якщо

L[u] ≥ 0 в D (2.3)

та ∂u

∂t
(x, 0) ≤ 0, 2α ≤ x ≤ 2β, (2.4)

то
u(C) ≤ 1

2
[u(A) + u(B)].

Якщо ми вiзьмемо будь-яку точку C ′ в межах характеристичного
трикутника ABC, ми можемо побудувати прямокутний рiвнобедрений
трикутник A′B′C ′ з A′ i B′ на вiсi Ox i прямим кутом в C ′. Тодi ми
знаходимо таким же чином, що

u(C ′) ≤ 1

2
[u(A′) + u(B′)].

З цiєї нерiвностi видно, що значення u в трикутнику ABC не мо-
жуть перевищувати максимального значення u на початковому вiдрiзку
прямої AB. Таким чином, якщо u задовольняє (2.3) i (2.4), її максимум
на D ∪ ∂D повинен досягатись на початковiй прямiй AB.

Цей результат є слабким принципом максимуму, оскiльки вiн не дає
жодної iнформацiї про те, чи може функцiя досягти свого максимуму у
внутрiшнiй точцi. Власне кажучи, функцiя

u(x, t) = cosx · cos t

задовольняє L[u] = 0; також

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Свiй максимум u досягає на (0, 0) i (2π, 0), але вiн також досягає-
ться на (π, π).

Спiввiдношення (2.2) показує, що якщо функцiя ut(x, 0) є строго
вiд’ємною на AB або якщо L[u] > 0 в D, то значення u в C строго
менше, нiж середнє значення A i B . У цiй ситуацiї ми бачимо, що якщо
M позначає максимум u на AB, то u < M в D.
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РОЗДIЛ 3.
ЗАСТОСУВАННЯ ДО ВИПАДКУ РIВНЯНЬ

КОЛИВАННЯ З МОЛОДШИМ ЧЛЕНОМ ТИПУ
АМПЛIТУД

Розглянемо задачу, в якiй потрiбно показати, що якщо

L[u] ≡ uxx − utt + u ≥ 0 в D

i якщо
u(x, 0) ≤M < 0, ut(x, 0) ≤ 0,

то u < 0 в D.
Застосовуючи теорему Стокса, отримаємо:∫∫

D

L[u]dxdt =

∫∫
D

(uxx − utt + u)dxdt =

=

∫∫
D

udxdt+

B∫
A

utdx+

C∫
B

(uxdt+ utdx) +

A∫
C

(uxdt+ utdx).

dx = −dt вздовж вiдрiзка BC i dx = dt вздовж CA.
Отже, отримаємо наступне:

∫∫
D

L[u]dxdt =

∫∫
D

udxdt+

B∫
A

utdx−
C∫
B

(uxdt+ utdx) +

A∫
C

(uxdt+ utdx).

Пiсля обчислення криволiнiйних iнтегралiв, маємо:

∫∫
D

L[u]dxdt =

∫∫
D

udxdt+

B∫
A

utdx+ u(A) + u(B)− 2u(C).

Враховуючи те, що L[u] ≥ 0 в областi D, виразимо u(C):

u(C) ≤ 1

2
[u(A) + u(B)] +

1

2

∫∫
D

udxdt+
1

2

B∫
A

utdx.
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За умовою задачi ми маємо, що

u(x, 0) ≤M < 0,

ut(x, 0) ≤ 0.

Застосовуючи цi умови, отримаємо:

u(C) <
1

2
[u(A) + u(B)]. (3.1)

З отриманої нерiвностi бачимо, що значення u в трикутнику ABC
не можуть перевищувати максимального значення u на початковому вiд-
рiзку прямої AB.

Оскiльки точки A та B лежать на прямiй t = 0, маємо:

u(C) < 0. (3.2)

Отже, якщо функцiя набуває вiд’ємних значень в точцi, яка лежить
на прямiй початкових даних t = 0, то фунцiя буде набувати вiд’ємних
значень у будь-якiй внутнрiшнiй точцi областi.
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РОЗДIЛ 4.
ВИПАДОК ГIПЕРБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ЗI ЗМIННИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ ТА МОЛОДШИМИ ЧЛЕНАМИ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Розширимо результат попереднього роздiлу до загального операто-
ру другого порядку

L[u] ≡ auxx + 2buxt + cutt + dux + eut, (4.1)

де a, b, c двiчi неперервно диференцiйованi, а d та e неперервно диферен-
цiйованi функцiї x i t. L називається гiперболiчним у точцi (x, t), якщо
виконується

b2 − ac > 0.

Оператор є гiперболiчним в областi D, якщо вiн є гiперболiчним в
кожнiй точцi D, i рiвномiрно гiперболiчним в D, якщо iснує така кон-
станта µ, що b2 − ac ≥ µ > 0 в D.

Характеристичнi кривi або характеристики L є розв’язком звичай-
ного диференцiального рiвняння

c

(
dx

dt

)2

− 2b
dx

dt
+ a = 0.

Розв’язуючи, ми отримуємо два диференцiальних рiвняння

dx

dt
=
−b±

√
b2 − ac
−c

.

Оскiльки L є гiперболiчним, то величина пiд коренем – додатна.
Отже, через кожну точку (x, t) з D проходять двi характеристики C+ i
C−, що вiдповiдають двом знакам перед квадратним коренем (за умови,
що c 6= 0).

Припустимо, що оператор L є гiперболiчним у пiвплощинi t ≥ 0 i
що iснує така константа c0, що задовiльняє

c < c0 < 0.
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Нехай C − будь-яка точка в t > 0. Побудуємо двi характеристичнi
кривi з точки C до осi Ox. Позначимо точку A в мiсцi, де крива C+

торкається осi Ox, та точку B, де крива C− торкається її (див. Рис. 2).

Рис. 2: Криволiнiйний характеристичний трикутник

Ми припускаємо, що a, b i c достатньо гладкi, щоб гарантувати iсну-
вання характеристичних кривих AC i BC.

Вiдрiзок AB i двi характеристики AC i BC утворюють криволiнiй-
ний характеристичний трикутник.

Запишемо спряжений оператор для L:

L∗[v] ≡ (av)xx + 2(bv)xt + (cv)tt − (dv)x − (ev)t = avxx + 2bvxt +

+cvtt + (2ax + 2bt − d)vx + (2bx + 2ct − e)vt + (axx + 2bxt + ctt − dx − et)v.

Цей оператор має тi самi характеристичнi кривi, що й L. Крiм того,
вiн має властивiсть, що будь-якi функцiї u та v, якi мають неперервнi
другi похiднi, задовольняють тотожнiсть

vL[u]− uL∗[v] =
∂

∂x
[a(vux − uvx) + b(vut − uvt)− (ax + bt − d)uv] +

+
∂

∂t
[b(vux − uvx) + c(vut − uvt)− (bx + ct − e)uv].

Додавши, що v ≡ 1, та застосувавши теорему Стокса, отримаємо:∫∫
ABC

(L[u]− uL∗[1])dxdt =

∮ {
[aux + but − u(ax + bt − d)]dt− (4.2)
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−[bux + cut − u(bx + ct − e)]dx
}
,

де iнтеграл праворуч лежить по межi ABCA криволiнiйного трикутника
ABC.

На вiдрiзку AB dt = 0. На C− характеристики BC маємо:

dx = −1

c
(−b−

√
b2 − ac)dt,

i тому вздовж C−

adt− bdx = −
√
b2 − ac dx, bdt− cdx = −

√
b2 − ac dt.

Отже,

C∫
B

{
[aux + but]dt− [bux + cut]dx

}
= −

C∫
B

√
b2 − ac(uxdx+ utdt) =

= −
√
b2 − ac u(C) +

√
b2 − ac u(B) +

C∫
B

u
d

dt

√
b2 − ac dt.

Так само

A∫
C

{
[aux + but]dt− [bux + cut]dx

}
=

A∫
C

√
b2 − ac(uxdx+ utdt) =

=
√
b2 − ac u(A)−

√
b2 − ac u(C) +

C∫
A

u
d

dt

√
b2 − ac dt.

Об’єднавши цi результати, отримаємо

2
√
b2 − ac u(C) =

√
b2 − ac u(A) +

√
b2 − ac u(B) +

C∫
A

uK+dt+

+

C∫
B

uK−dt+

∫∫
ABC

(uL∗[1]− L[u])dxdt+ (4.3)
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+

B∫
A

[u(bx + ct − e)− bux − cut]dx,

де

K± ≡ K±(x, t) ≡ (
√
b2 − ac)t +

b

c
(
√
b2 − ac)x+

+
1

c
(bx + ct − e)

√
b2 − ac ± (4.4)

±
[
− 1

2c
(b2 − ac)x + ax + bt − d−

b

c
(bx + ct − e)

]
На додаток до гiперболiчного оператора L нам дано функцiю h(x, t).

Встановимо принцип максимуму для функцiї u, яка задовольняє дифе-
ренцiальну нерiвнiсть (L+h)[u] в областiD, частина межi якої розмiщена
на Ox.

Припустимо, що u i похiдна по нормалi

∂u

∂v
≡ −b∂u

∂x
− c∂u

∂t

заданi при t = 0. Ми спостерiгаємо, що оскiльки c ≤ c0 < 0, то коефiцiєнт
∂u/∂t у похiднiй по нормалi додатнiй. Зокрема, коли b = 0 i c = −1, тодi
∂u/∂v ≡ ∂u/∂t.

Якщо для кожної точки C з областi D вiдповiдний характеристи-
чний трикутник ABC, сторона AB якого розмiщена на Ox, також знахо-
диться в D, то ми називаємо область D у пiвплощинi t > 0 допустимою
областю.

У кожнiй точцi C з областi D виконується тотожнiсть (4.3), яку
можна записати у виглядi:

2
√
b2 − ac u(C) =

√
b2 − ac u(A) +

√
b2 − ac u(B) +

C∫
A

uK−dt+

+

C∫
B

uK−dt+

∫∫
ABC

(u{L∗[1] + h} − (L+ h)[u])dxdt+ (4.5)
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+

B∫
A

[∂u
∂v

+ (bx + ct − e) u
]
dx.

Тепер припустимо, що h i коефiцiєнти L мають наступнi властиво-
стi:

K+ ≥ 0, K− ≥ 0, L∗[1] + h ≥ 0 в D, (4.6)

де K+ та K− визначенi в рiвняннi (4.4).
Нехай u – будь-яка функцiя, яка задовiльняє нерiвностi

(L+ h)[u] > 0 в D,

∂u

∂v
+ (bx + ct − e)u ≤ 0 на Γ0, (4.7)

u < 0 на Γ0,

де Γ0 означає частину межi D, розташовану на осi Ox.
Ми хочемо показати, що з умов (4.6) i (4.7) випливає, що u < 0

всюди в D. Для цього ми припустимо, що u ≥ 0 десь в областi D. Нехай
C – одна з точок з найменшою t-координатою замкненої пiдмножини D,
де u ≥ 0. Тодi u(C) = 0 та u ≤ 0 в характеристичному трикутнику D з
вершиною C (Рис. 2).

Застосовуючи тотожнiсть (4.5), ми знайдемо

0 = 2
√
b2 − ac u(C) =

√
b2 − ac u(A) +

√
b2 − ac u(B) +

C∫
A

uK+dt+

+

C∫
B

uK−dt+

∫∫
ABC

(u{L∗[1] + h} − (L+ h)[u])dxdt+ (4.8)

+

B∫
A

[∂u
∂v

+ (bx + ct − e) u
]
dx.

Вiдповiдно до гiпотези, кожен член праворуч в (4.8) є недодатнiм.
Крiм того, (L + h)[u] > 0 в D. Отже, права частина (4.8) є вiд’ємною –
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отримали протирiччя. Отже, u < 0 у всiх областi D.
Для отримання бiльш корисного результату, послабимо умови в

(4.7):
(L+ h)[u] ≥ 0 в D,

∂u/∂v + (bx + ct − e)u ≤ 0 на Γ0, (4.9)

u ≤ 0 на Γ0,

За аналогiєю з методом, який ми використовували в попередньому
роздiлi, ми обчислимо:

(L+ h)[eat] ≡ (ca2 + ea+ h)eat,

∂

∂v
(eat) = −cαeat.

Оскiльки, c ≤ c0 < 0 ми можемо обрати таке велике α , що

(L+ h)[eat] < 0

у будь-якiй обмеженiй допустимiй пiдобластi D′ з D. Крiм того, для
достатньо великого α ми маємо:

∂

∂v
(eat) + (bx + ct − e)αt ≥ 0

в Γ0, частина межi D′ розташована на осi D.
Тодi для будь-якого ε > 0 отримаємо наступне:

(L+ h)[u− εeat] > 0 в D′,

∂

∂v
[u− εeat] + (bx + ct − e)(u− εeat) ≤ 0 на Γ′0,

u− εeat < 0 на Γ′0.

Цi три умови означають, що u − εeat < 0 в D′ для будь-якого ε >
0. Вважаючи ε → 0, робимо висновок, що u ≤ 0 в D′. Оскiльки D′ є
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довiльною обмеженою допустимою пiдмножиноюD, ми отримаємо u ≤ 0

в D. Цей аргумент встановлює наступний принцип максимуму.
Теорема 4.1 Нехай L – гiперболiчний оператор вигляду (4.1) з

обмеженими коефiцiєнтами c ≤ c0 < 0. Нехай D – допустима область,
межа якої на осi Ox позначена Γ0. Нехай h i коефiцiєнти L задоволь-
няють нерiвнiсть (4.6). Якщо u є двiчi диференцiйованою в D, один раз
диференцiйованою в D ∪ Γ0 та якщо u задовiльняє три нерiвностi:

(L+ h)[u] ≥ 0 в D,

∂u

∂v
+ (bx + ct − e)u ≤ 0 на Γ0,

u ≤ 0 на Γ0,

то u ≤ 0 в D.
Зауваження 4.1 (i) З доведення Теормеми 4.1 легко побачити, що

умову (L+ h)[u] ≥ 0 можна замiнити слабшою умовою∫∫
ABC

(L+ h)[u]dxdt ≥ 0

для кожного характеристичного трикутника ABC, основа якого лежить
на Γ0.

(ii) Встановивши, що u ≤ 0, отримаємо з (4.5) невiд’ємну верхню
межу

2
√
b2 − ac u(C) ≤

√
b2 − ac u(A) +

√
b2 − ac u(B)−

−
∫∫

(L+ h)[u]dxdt+

B∫
A

[∂u
∂v

+ (bx + ct − e)u
]
dx. (4.10)

Тепер припустимо, що u ≤M на Γ0. Ми можемо отримати принцип
максимуму для u, якщо u−M задовольняє умови Теореми 4.1.
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Зауважимо, що

(L+ h)[u−M ] = (L+ h)[u]− hM.

Таким чином, якщо ми хочемо, щоб (L+h)[u−M ] було невiд’ємним
в D за умови, що (L+ h)[u] ≥ 0 в D, ми повиннi мати

hM ≤ 0 в D.

Якщо M є додатною константою, то h має бути недодатним в D, а
якщо M є вiд’ємною, ми повиннi мати h ≥ 0 в D.

Подiбним чином, умова

∂

∂v
(u−M) + (bx + ct − e)(u−M) ≤ 0 на Γ0

випливає з двох умов

∂u

∂v
+ (bx + ct − e)u ≤ 0 на Γ0,

−M(bx + ct − e)u ≤ 0 на Γ0.

Таким чином отримуємо наступну модифiкацiю Теореми 4.1.
Теорема 4.2 Припустимо, що умови Теореми 4.1 виконуються з

урахуванням того, що u ≤ 0 на Γ0 замiнено умовою u ≤ M на Γ0. Крiм
того, виконуються нерiвностi hM ≤ 0 в D та M(bx + ct − e) ≥ 0 на Γ0.
Тодi u ≤M в D.

Зауваження 4.2 (i) Теорема 4.2 зM ≥ 0 стверджує, що будь-який
невiд’ємний максимум u має знаходитись на прямiй t = 0 початкових
даних. Цей результат тiсно пов’язаний iз слабким принципом максиму-
му для елiптичних та параболiчних операторiв. Аналог вищенаведеного
результату для вiд’ємного M можна довести таким же чином для пара-
болiчних операторiв, але вiн є хибним для елiптичних операторiв.

(ii) Як i в пунктi (i) Зауваження 4.1, ми можемо замiнити умо-
ву (L + h)[u] ≥ 0 та Mh ≤ 0 iнтегральною умовою M

∫∫
ABC

hdxdt ≤
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ABC

(L + h)[u]dxdt для кожного характеристичного трикутника ABC в

D з основою на Γ0.
(iii) Вiдповiдно до умов Теореми 4.2, ми також можемо застосувати

нерiвнiсть (4.10) до u−M .
Теорема 4.1 має особливiсть в тому, що вона застосована лише до

операторiв (L+ h), коефiцiєнти яких задовольняють трьом нерiвностям
(4.6).

Розглянемо розширення принципу максимуму на бiльш загальний
клас операторiв. По-перше, ми спостерiгаємо, що оператор (L+ h) зали-
шається гiперболiчним, якщо його помножити на будь-яку додатну фун-
кцiю v(x, t). Однак, таке множення змiнює величиниK+, K− та L∗[1]+h.
Крiм того, змiнюється оператор ∂/∂ν + (bx + ct − e).

Для оператора v(L+ h) нерiвностi (4.6) мають вигляду:

2
√
b2 − ac

[
vt −

1

c
(
√
b2 − ac− b)vx

]
+ vK+ ≥ 0,

2
√
b2 − ac

[
vt +

1

c
(
√
b2 − ac+ b)vx

]
+ vK− ≥ 0, (4.11)

(L∗ + h)[v] ≥ 0.

Величина bx + ct − e, яка зустрiчається в другiй умовi (4.9) щодо
похiдної по нормалi, замiнюється на

(bx + ct − e)v −
∂v

∂ν
.

Повторне формулювання Теореми 4.1, застосоване до оператора
L+ h, який був помножений на додатну функцiю v(x, t), дає наступний
результат.

Теорема 4.3 Нехай iснує додатна функцiя v(x, t), що визначена в
допустимiй областi D, та коефiцiєнти гiперболiчного оператора L (4.1)
задовольняють нерiвностi (4.11).

Якщо u задовольняє наступнi умови:

(L+ h)[u] ≥ 0 в D,
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v
∂u

∂ν
+ u
[
(bx + ct − e)v −

∂v

∂ν

]
≤ 0 на Γ0,

u ≤ 0 на Γ0.

то u ≤ 0 в D.
Зауваження 4.3 Нерiвнiсть (4.10) iз замiною L + h на v(L + h)

дає невiд’ємну верхню межу:

u(C) ≤ 1

2
√
b2 − acv(C)

[√
b2 − acvu(A) +

√
b2 − acvu(B)−

−
∫∫
ABC

v(L+ h)[u]dxdt+ (4.12)

+

B∫
A

{
v
∂u

∂ν
+
[
(bx + ct − e)v −

∂v

∂ν

]
u
}
dx
]
.

Теорема 4.3 корисна лише, якщо ми можемо знайти додатну фун-
кцiю v з потрiбними властивостями.

Тепер покажемо, що для будь-якого гiперболiчного оператора L

iснує функцiя, яка задовольняє умови (4.11) у досить малiй смузi 0 ≤
t ≤ t0.

Нехай маємо
v(x, t) = 1 + αt− βt2. (4.13)

Для цiєї функцiї виконуються умови (4.11):

2
√
b2 − ac(α− 2βt) + (1 + αt− βt2)K+ ≥ 0,

2
√
b2 − ac(α− 2βt) + (1 + αt− βt2)K− ≥ 0, (4.14)

−2cβ + (2bx + 2ct − e)(α− 2βt)+

+(axx + 2bxt + ctt − dx − et + h)(1 + αt− βt2) ≥ 0.

Всi коефiцiєнти та похiднi, якi згадуються у виразах вище, вважа-
ються обмеженими, а також −c та

√
b2 − ac мають додатнi нижнi межi.
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Першi два вирази вище є додатними при t = 0, якщо α вибрано доста-
тньо великим. Третiй вираз додатний при t = 0, якщо β є достатньо
великим. З цими значеннями α i β iснує таке число t0 > 0, що v(x, t) i всi
нерiвностi (4.11) виконуються для 0 ≤ t ≤ t0. Теорема 4.3 справедлива у
цiй смузi.

Якщо v задано формулою (4.13), то умова похiдної по нормалi буде
мати вигляд:

∂u

∂ν
+ (bx + ct − e+ cα)u ≤ 0 при t = 0.

Також, якщо ми виберемо константу k настiльки велику, що

k ≥ −[bx + ct − e+ cα] на Γ0, (4.15)

тодi умова похiдної по нормалi з Теореми 4.3 виконується, коли u ≤ 0 та

∂u

∂ν
− ku ≤ 0.

Таким чином, ми отримуємо наступний принцип максимуму для
смуги, прилеглої до осi Ox.

Теорема 4.4 Нехай коефiцiєнти оператора L, заданого формулою
(4.1), обмеженi та мають обмеженi першу та другу похiднi.D – допустима
область. Якщо t0 i k обрано вiдповiдно до (4.14) та (4.15), то будь-яка
функцiя u, яка задовольняє наступнi умови:

(L+ h)[u] ≥ 0 в D,

∂u

∂ν
− ku ≤ 0 на Γ0,

u ≤ 0 на Γ0

також задовольняє u ≤ 0 в частинi D, яка лежить у смузi 0 ≤ t ≤ t0.
Константи t0 i k залежать лише вiд нижнiх меж −c та

√
b2 − ac i вiд меж

для коефiцiєнтiв L та їх похiдних.
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ВИСНОВКИ

Пiд час виконання квалiфiкацiйної роботи "Застосування аналогу
принципу максимуму до коливних процесiв"отримано такi результати:
1. Вивчено метод отримання слабкого принципу максимуму для хви-

льового рiвняння.
2. Отримано за допомогою вивченого методу аналогу принципу макси-

муму для хвильового рiвняння з молодшим членом нульового поряд-
ку.

3. Отримано слабкий принцип максимуму для хвильового рiвняння з
молодшими членами першого порядку, який описано в Теоремi 4.1,
Теоремi 4.2, Теоремi 4.3, Теоремi 4.4.

За результатами квалiфiкацiйної роботи:
1. Опублiковано тези: Ю. А. Андреєва, К. О. Буряченко. Застосуван-

ня аналогу принципу максимуму для коливних процесiв. Прикладнi
аспекти сучасних мiджисциплiнарних досдiджень: матер. I Мiжнаро-
дної науково-практичної конференцiї. Вiнниця: ДонНУ iменi Василя
Стуса, 2022. С. 244-247.

2. Зроблено доповiдь на конференцiї: Ю. А. Андреєва, К. О. Буряченко.
Застосування аналогу принципу максимуму для коливних процесiв.
I Мiжнародна науково-практична конференцiя «Прикладнi аспекти
сучасних мiждисциплiнарних дослiджень», Вiнниця, 2022.
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