
МIНIСТЕРСТВО ОСВIТИ I НАУКИ УКРАЇНИ
ДОНЕЦЬКИЙ НАЦIОНIЛЬНИЙ УНIВЕРСИТЕТ IМЕНI ВАСИЛЯ СТУСА

БЕЛIК АНАСТАСIЯ ОЛЕКСАНДРIВНА

Допускається до захисту:
Виконуючий обов’язки завiдувача
кафедри прикладної математики,
ст. викладач

О. С. Вєтров
« » 20 р.

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ СТАМПАК’Я
В ДОСЛIДЖЕННЯХ ПРИКЛАДНИХ ЗАДАЧ

МАТЕМАТИЧНОЇ ФIЗИКИ

Спецiальнiсть 113 Прикладна математика

Квалiфiкацiйна (магiстерська) робота
Вiдповiдно до стандарту спецiальностi та ОП

Науковий керiвник::
К. О. Буряченко
канд. фiз.-мат. наук, доцент

(пiдпис)

Оцiнка: / /
(бали за шкалою ЄКТС/за нацiональною шкалою)

Голова ЕК:
(пiдпис)

Вiнниця 2022



АНОТАЦIЯ
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пористого середовища.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми дослiдження: Диференцiальнi рiвняння в ча-
стинних похiдних лежать в основi таких прикладних наук як: квантова
механiка, електродинамiка, а також теорiях фiльтрацiїї та теплопровiд-
ностi. За рахунок такої високої значимостi, їх також називають рiвнян-
нями математичної фiзики.

Ми маємо велике число кiлькiсних оцiнок розв’язку диференцiаль-
них рiвнянь, тому нашою задачею є спробувати оцiнити цi розв’язки,
метод доведення цього факту базується на технiцi розробленою Стампа-
к’я [15].

Об’єкт дослiдження: Лiнiйнi рiвняння в частинних похiдних в ди-
вергентному виглядi, рiвняння пористого середовища.

Предмет дослiдження: Якiснi властивостi слабких розв’язкiв ди-
ференцiальних рiвнянь в частинних похiдних та рiвняння пористого се-
редовища.

Мета: Застосування методу Стампак’я в дослiдженнях якiсних
властивостей розв’язкiв лiнiйних та нелiнiйних диференцiальних рiвнянь,
зокрема, встановлення принципу максимуму розв’язкiв лiнiйного елiпти-
чного рiвняння, а також доведення iснування єдиностi слабкого розв’яз-
ку мiшаної задачi для рiвняння пористого середовища.

Для реалiзацiї поставленої мети необхiдно вирiшити наступнi основ-
нi завдання:

1. Використати метод Стампак’я для дослiдження розв’язкiв лiнiйних
елiптичних рiвнянь другого порядку;

2. Використати метод Стампак’я для дослiдження якiсних властиво-
стей розв’язкiв рiвняння пористого середовища.

Методи дослiдження: Метод переходу вiд об’ємного iнтегралу до
iнтегралу по замкненiй множинi, що висвiтлений у формулi Гаусса-
Остроградського; нерiвнiсть Кошi-Буняковського, що дає змогу перехо-
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дити вiд норми до скалярних добуткiв у просторах; метод оцiнки функцiй
у просторах за допомогою нерiвностей Гельдера та Пуанкаре-Фрiдрiхса;
метод вкладення Соболєва; метод Стампак’я, в основi цього методу ле-
жать теорема Стампак’я та її варiант узагальнення.

Наукова новизна: Дослiджено властивостi ров’язкiв диференцiаль-
них рiвнянь. Встановлено принцип максимуму для слабких роз’язкiв для
лiнiйних елiптичних рiвнянь та єдинiсть слабкого (слабкоенергетичного)
розв’язку для нелiнiйного рiвняння пористого середовища.

Практичне значення: Дослiдження якiсних властивостей слабких
розв’язкiв елiптичних рiвнянь другого порядку та рiвняння пористого
середовища. Рiвняння математичної фiзики є основним iнструментом у
прикладних науках, таких як: фiзика, бiологiя, хiмiя та iншi дотичнi до
них, саме тому їх дослiдження є дуже актуальним та потрiбним. Оцiн-
ка розв’язкiв диференiальних рiвнянь допомагає у вирiшеннi багатьох
прикладних питань.

Квалiфiкацiйна робота складається зi вступу, трьох основних роз-
дiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.

В першому роздiлi представленi матерiали, що вивчалися у курсах
математичного аналiзу, диференцiального аналiзу, теорiї мiри та iнтегра-
лiв, диференцiальних рiвнянь та сумiжних до них. За їх допомогою буде
встановлено основнi результати роботи.

У другому роздiлi ми ознайомилися iз основними принципами ме-
тоду Стампак’я, що висвiтленi у Теоремi 2.1 та Теоремi 2.2.

Третiй роздiл складається iз двох пiдроздiлiв. Вiн присвячений без-
посередньому застосуванню методу Стампак’я до дослiдження якiсних
властивостей розв’язкiв прикладних задач для рiвнянь математичної фi-
зики, а саме: лiнiйних диференцiальних рiвнянь, якi є моделями процесiв
дифузiї та теплопровiдностi, а також до нелiнiйної моделi рiвняння по-
ристого середовища, за допомогою якої можуть бути описанi процеси
руху рiдин та газiв у неоднорiдних, в’язких, пористих, багатошарових
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середовищах .

В основi роботи лежить вивчення методу дослiдження рiвняння по-
ристого серидовища та його застосування в прикладних задачах. Осно-
вою цього методу є Теорема 2.1 Стампак’я для монотонної незростаючої
функцiї, а також її варiант узагальнення, що представлений у Теоре-
мi 2.2, якi в подальшому будуть застосовуватися нами для дослiджен-
ня якiсних властивостей розв’язкiв лiнiйних та нелiнiйних рiвнянь: буде
встановлено iснування слабкого розв’язку мiшаної задачi для рiвняння
пористого середовища: 

ut = ∆um в QT ;

u = 0 на ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) в Ω;

де m > 1, T > 0, QT = Ω× (0, T ).
Також буде представлено застосування методу Стампак’я в розв’я-

заннi лiнiйного елiптичного рiвняння, поданого у дивергентному виглядi:

−
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi + dj(x)u)xj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = 0 в Ω,

де Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) - обмежена область з достатньо гладкою межею,
aij(x) = aji(x) вимiрнi функцiї. Буде встановлено принцип максимуму
для слабких розв’язкiв (див. Теорема 3.1).

Опираючись на навчальний посiбник, розроблений К.О. Бурячен-
ко, Р.М. Таранець, М.О. Шань [1], у квалiфiкацiйнiй роботi ми провели
нелiнiйний аналiз процесiв у неоднорiдних середовищах.

Iснує ряд фiзичних застосувань, в яких рiвняння пористого середо-
вища є основою для описання процесiв. Найвiдомiшi iз них описання руху
iзоентропiчного газу через пористе середовище, описанi H. Darcy [6], L. S.
Leibenzon ( [8]- [9]) та M. Muskat [11]. Теплове випромiнювання в плазмi,
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описане Ya.B. Zel’dovich, A.S. Kompaneets, Yu.P. Raizer ( [17]- [18]). Дослi-
дження iнфiльтрацiї пiдземних вод, що належить J. Boussinesq [3]. Крiм
математичної фiзики, рiвняння пористого середовища використовується
для дослiдження розповсюдження в’язких рiдин та теорiї граничного
шару.

Так у роботах J.L. Vazquez [16], представлено математичну теорiю
рiвняння пористого середовища:

∂tu = ∆(um), m > 1.

У випадку, коли m = 1 маємо лiнiйне рiвняння теплопровiдностi.
J.L. Vazquez [16], L.S. Leibenzon ( [8]- [9]), M. Muskat [11] опису-

вали модель руху газу через пористе середовище. Основна iдея полягає
у тому, що цей потiк газу може бути сформульований з макроскопiчної
точки зору, при змiнних ρ - щiльнiсть, p - тиск, та V - швидкiсть, якi є
функцiями з простору x з часом t. Цi величини повиннi бути пов’язанi
такими законами:

(i) баланс маси - рiвняння неперервностi в механiцi рiдини:

ερt + O · (ρV ) = 0,

де ε ∈ (0, 1) - пористiсть середовища, а V - оператор дивергенцiї.

(ii) закон H. Darcy [6] - емпiричний закон, що описує динамiку потокiв
через пористi середовища:

µV = −kOp,

де µ -в’язкiсть рiдини, k - проникнiсть середовища.

У випадку пористого середовища, цей закон є альтернативою закону
Стокса для стандартних потокiв рiдин.
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(iii) рiвняння стану (для iдеальних газiв):
p = p0ρ

γ, де γ - показник полiтропiї, p0 - еталонний тиск.

Параметри в’язкостi рiдини µ, пористостi середовища ε, проникно-
стi k та iдеального тиску вважаються у iдеальних газiв додатнiми i по-
стiйним, але для узагальнення, (i)-(iii) зводиться до такого вигляду:

ρt = c4 (ρm), при m = 1 + γ, c =
γkp0

(γ + 1)εµ
.

Крiм руху газiв, рiвняння пористого середовища набуло свого за-
стосованя у моделi нелiнiйного теплообмiну Ya.B. Zel’dovich, Yu.P. Rai-
zer [18].

Загальне рiвняння, що описує такий процес (за вiдсутностi джерел
тепла):

cρ
∂T

∂t
= div(kOT ),

де T - температура, c - теплоємнiсть (при постiйному тиску), ρ - щiльнiсть
середовища i k - теплопровiднiсть.

Ya.B. Zel’dovich, Yu.P. Raizer [18] запропонували модель:

∂tT = 4Φ(T ), де k = Φ(T )− функцiя, що залежить вiд температури

для опису поширення теплообмiну, що вiдбувається в плазмi (iонiзова-
них газах) при дуже високих температурах. У цьому випадку енергiя
передається, в основному, шляхом електромагнiтного випромiнювання (
а також шляхом провiдностi та конвекцiї, але вони менш важливi). Вiд-
повiдно до цього, радiацiйна теплопровiднiсть визначається як:

k =
lc

3
crad; crad = aT 3,

де c - швидкiсть свiтла, l - довжина вiльного пробiгу Rosseland’s [12]
(кросчастота непрозоростi матерiалу, наприклад газу чи плазми, через
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якi проходить електромагнiтне випромiнювання. Це дає змогу розрахо-
вувати моделi одним розрахунком, що охоплює всi довжини електрома-
гнiтних хвиль, а не вимiрювати довжину кожної окремо. ), crad - питома
ємнiсть, що походить iз закону випромiнювання чорного свiтла.

Рiвняння пористого середовища також лежить в основi моделi по-
току пiдземних вод J. Boussinesq [3]. Ця задача належить до проблем
гiдромеханiки, а саме з фiльтрацiєю нестикаючої рiдини через пористий
пласт. Модель була вперше розроблена J. Boussinesq [3], та змотивована
роботою H. Darcy [6] (дивись також L.A. Caffarelli, A. Friedman [4]).

Апробацiя результатiв дослiдження За результатами квалiфiка-
цiйної роботи було:

1. Опублiковано статтю: А.О. Белiк Метод Стампак’я дослiдження
властивостей розв’язкiв рiвнянь в частинних похiдних //Вiсник
студентського наукового товариства ДонНУ iменi Василя Стуса Вип. №14,
Т. 1, С. 202-207, Вiнниця, 2022.

2. Зроблено доповiдь на конференцiї за тезами: А. О. Белiк, К.О. Буря-
ченко Застосування методу Стампак’я до рiвняння пористого се-
редовища //I Мiжнародна науково-практична конференцiя "Прикла-
днi аспекти сучасних мiждисциплiнарних дослiджень Вiнниця, 2022.
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РОЗДIЛ 1
ДОПОМIЖНИЙ МАТЕРIАЛ

У цьому роздiлi буде представлено матерiал з курсiв математи-
чного аналiзу, диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики, функцiо-
нального аналiзу i теорiї мiри та iнтегралiв, що буде корисним i викори-
стовуватиметься у роботi.

Перш за все, нагадаємо оператор Лапласа, що вивчався ранiше у
курсах теорiї мiри та iнтегралiв:

4u = div(5u). (1.1)

За допомогою оператора Лапласа, ми можемо встановити формулу
Гаусса-Остроградського. Вона корисна тим, що за її допомогою можна
переходити вiд об’ємного iнтагралу до iнтегрування по замкненiй мно-
жинi. Формула Гаусса-Остроградського виглядає так:∫

Ω

div(
→
w)vdx =

∫
∂Ω

v(
→
w,
→
n)ds−

∫
Ω

(
→
w,5v)dx. (1.2)

У роботi також буде використовуватися нерiвнiсть, що вивчалася
нами у курсi математичного аналiзу, теорiїї мiри та iнтегралiв, а також
рiвняннях математичної фiзики. Вона пов’язує норму та скалярне мно-
ження векторiв у евклiдовому та гiльбертовому просторах. Нерiвнiсть
Кошi-Буняковського для сум:

n∑
i=1

|aibi| ≤

√√√√ n∑
i=1

|ai|2

√√√√ n∑
i=1

|bi|2. (1.3)

Сформульована вище нерiвнсть Кошi-Буняковського є частковим
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випадком нерiвностi Гельдера, що є однiєю iз фундаментальних власти-
востей простору Lp. Отже, нерiвнiсть Гельдера для iнтегралiв:

|
∫

Ω

u(x)v(x)dx| ≤
(∫

Ω

|u(x)|p
) 1

p
(∫

Ω

|v(x)|
p
p−1

) 1−p
p

. (1.4)

Нерiвнiсть Гельдера також можна сформулювати для m функцiй:

∫
Ω

f1 · ... · fmdx <
m∏
i=1

(∫
Ω

|fi|pidx
) 1

pi

, де
m∑
i=1

1

pi
= 1. (1.5)

З функцiонального аналiзу, нами була вивчена теорема, доведена
Куртом Фрiдрiхсом, що часто використовується для доведення еквiва-
лентностi деяких норм, наприклад на просторi Соболєва.

Нерiвнсть Пуанкаре-Фрiдрiхса:

‖u‖Lp ≤ (diamΩ)l |u|p,l,Ω, ∀u ∈
o

W
l

p(Ω); (1.6)

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

≤ (diamΩ)l

∑
|α|=l

∫
Ω

|Dαu|pdx

 1
p

.

Нище буде представлено деякi задання норм основних просторiв,
що будуть використовуватися при дослiдженнях прикладних застосу-
вань методу Стампак’я, що вивчався нами у таких дисциплiнах, як теорiя
мiри та iнтегралiв, функцiональний аналiз та iнших сумiжних до них.

Гiльбертiв простiр - це лiнiйний простiр, в якому норма породжена
додатньовизначеним скалярним добутком:

‖u‖ =
√

(u, u). (1.7)

У просторi Лебега Lp норма задається:
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‖u‖Lp =

(∫
Ω

|u|p(x)dx

) 1
p

. (1.8)

Простiр L2 є простором Лебега, крiм того i гiльбертовим. Норма у
цьому просторi задається як скалярний добуток, тобто наступним чином:

‖u‖L2 =

√∫
Ω

u2(x)dx. (1.9)

Як ми знаємо W 1
2 - простiр Соболєва, та крiм того цей простiр є

гiльбертовим. Введемо норму цього простору:

‖u‖W 1
2 (Ω) = {

∫
Ω

(
|u(x)|2 +

n∑
i=1

| ∂u
∂xi
|2
)
dx}

1
2 . (1.10)

Введемо поняття еквiвалентних норм в просторi
o

W
1

p(Ω).

o

W
1

p(Ω) ⊂ W 1
p (Ω);

‖u‖(1)
o

W
1

p(Ω)
= ‖u‖W 1

p (Ω) = ‖u‖Lp + ‖Du‖Lp;

‖u‖(2)
o

W
1

p(Ω)
= ‖Du‖Lp;

тобто, справедливо:

c2‖u‖(2) ≤ ‖u‖(1) ≤ c1‖u‖(2).

Переписавши норми у новому виглядi, отримаємо наступну нерiв-

нiсть для норм з простору
o

W
1

p(Ω):

c2 (‖Du‖Lp) ≤ ‖u‖Lp + ‖Du‖Lp ≤ c1 (‖Du‖Lp) . (1.11)
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Основну роль в отриманнi результатiв вiдiграють теореми вкладе-
ння Соболєва. Отже, згадаємо основне представлення функцiї u з про-

стору
o

W
1

p(Ω) у Лемi 1.1, та сформулюємо три основнi випадки теорем
вкладення Соболєва.

Лема 1.1 Для будь-яких функцiй u ∈
o

W
1

p(Ω) справедливе iнте-
гральне представлення:

u(x) =
1

χn

n∑
i=1

∫
Ω

xi − yi
|x− y|n

∂u

∂yi
dy,

в якому рiвнiсть розумiється як рiвнiсть в просторi Lp(Ω), тобто права
частина дорiвнює лiвiй майже всюди в Ω.

Нагадаємо теореми вкладення:

Теорема 1.1(Соболєва)
o

W
1

p(Ω) неперервно вкладається в простiр

L
np
n−p (Ω), при p < n, та у простiр

−
C(Ω), при p > n.

Крiм того, ∃C = C(n, p) : ∀u ∈
o

W
1

p(Ω) справедливi нерiвностi:

‖u‖
L

np
n−p (Ω)

≤ C‖u‖ o

W
1

p(Ω)
= C‖Du‖Lp(Ω), p < n;

‖u‖−
C(Ω)
≤ C|Ω|

1
n−

1
p‖u‖ o

W
1

p(Ω)
= C|Ω|

1
n−

1
p‖Du‖Lp(Ω), p > n.

Теорема 1.2(Соболєва) Нехай Ω - обмежена область в просторi
Rn.

1. Якщо 1 ≤ p ≤ n, m > n− p, q <∞ i 1− n
p + m

q ≥ 0.

Тодi
o

W
1

p(Ω) вкладається в Lq(Ωm), та у випадку 1− n
p + m

q > 0 вкла-
дення буде компактним.
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2. Якщо p > n.

Тодi
o

W
1

p(Ω) вкладається компактно у
−
C(Ω).

Теорема 1.3(Соболєва) Нехай Ω ⊂ Rn обмежена область класа C1.
Тодi обидва твердження Теореми 1.2 справедливi для простору W 1

p (Ω).
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РОЗДIЛ 2
МЕТОД СТАМПАК’Я

У цьому роздiлi буде опановано метод Стампак’я для дослiдження
багатьох задач математичної фiзики, застосованих в наступному роздiлi
для конкретних рiвнянь: лiнiйних елiптичних другого порядку, а також
рiвняння пористого середовища.

В основi методу Стампак’я лежить Теорема 2.1, для невiд’ємної та
незростаючої функцiї, а також її варiант узагальнення, представлений у
Теоремi 2.2, з додатковим множником (в основi цих теорем [10], [14], [15]).

Теорема 2.1(Стампак’я) Нехай f(x) - невiд’ємна та незростаюча
на [x0,+∞) функцiя, що задовольняє умовi:

f(y) =
C

(x− y)α
fβ(x), x0 ≤ x < y, (2.1)

де C, α, β - додатнi сталi.
Тодi:

(i) Якщо β > 1: f(y) = 0 для всiх y ≥ x0 + d, dα = Cfβ−1(x0)2
αβ
β−1 ;

(ii) Якщо β = 1: f(y) = e1−ξ(y−x0)f(x0), для всiх y ≥ x0, ξ = (eC)−
1
α ;

(iii) Якщо β < 1: f(y) ≤ 2
µ

1−β [C
1

1−β + (2x0)
µf(x0)]y

−µ, для всiх

y ≥ x0 > 0, µ = α
1−β .

Доведення. β > 1:

Взявши g(y) =
(
f(y)
f(x0

) 1
α

, та виразивши звiдси f(y): f(y) = gα(y)f(x0).
Пiдставляючи у формулу (2.1), отримаємо оцiнку:
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g(y) =

(
C

(y − x)α
fβ(x)

f(x0)

) 1
α

.

Так як функцiя є незростаючою, оцiнимо fβ(x)
f(x0) ≤ fβ−1(x0). Як ре-

зультат, отримаємо:

g(y) ≤ A

y − x
gβ(x), при g(x0) = 1, A = (Cfβ−1(x0))

1
α . (2.2)

Зафiксувавши d > x0 i взявши xn = x0 + d
(
1− 1

2n

)
, n = 0, 1, 2, ...

приходимо до того, що xn+1 − xn = d
2n+1 , при n→ +∞ (2n+1 → +∞).

З цього слiдує, що xn → y, тобто x→ x0 + d.
Взявши y = xn+1, x = xn i пiдставивши у (2.2):

y − x =
d

2n+1
.

Ми отримаємо оцiнку:

g(xn+1) ≤
A

d
2n+1gβ(xn).

Виходячи з того, що g(x0) = 1 i застосувавши метод математичної
iндукцiї:

g(x1) ≤
A

d
2gβ(x0) =

A

d
2;

g(x2) ≤
A

d
22gβ(x1) =

A

d

(
A

d

)β
222β =

(
A

d

)1+β

22+β;

g(x3) ≤
A

d
23gβ(x2) =

(
A

d

)1+β+β2

23+2β+β2

;

g(x4) ≤
A

d
24gβ(x3) =

(
A

d

)1+β+β2+β3

24+3β+2β2+β3

;

...
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g(xn) ≤
A

d
2ngβ(xn−1) =

(
A

d

)1+...+βn−1

2Sn,

де

Sn =
n−1∑
k=0

(n− k)βk =
n−1∑
k=0

kβk −
n−1∑
k=0

kβk = n

n−1∑
k=0

βk −
n−1∑
k=0

kβk =

= n
βn − 1

β − 1
−β

n−1∑
k=1

kβk−1 = n
βn − 1

β − 1
−β

n−1∑
k=1

(
βk
)′

=
βn+1 − (n+ 1)β + n

(β − 1)2
.

Маємо такий результат:

g(xn) ≤
(
A

d

)βn−1
β−1

2Sn,

де Sn =
n−1∑
k=0

(n− k)βk, n ∈ N. (2.3)

Робиться замiна, таким чином, щоб A
d = 2−k, де k > 0 :

g(xn) ≤
(
2−k
)βn−1
β−1 2

βn+1−(n+1)β+n

(β−1)2 = 2
(βn−1)(β−k(β−1))−n(β−1)

(β−1)2 .

Вибираючи k з β − k(β − 1) = 0, отримуємо оцiнку для g(x):

g(x) ≤ 2−
n
β−1 .

Звiдси маємо:

0 ≤ g(d) ≤ g(x) ≤ 2−
n
β−1 ;

d = A2
n
β−1

(
A

d
= 2−k = 2−

n
β−1

)
.

При n→ +∞ маємо, що 2−
n
β−1 → 0, це означає 0 ≤ g(d) ≤ 0, тому

g(d) = 0, а отже f(d) = 0 при dα = Cfβ−1(x0)2
αβ
β−1 .
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β = 1:
Пiдставивши в (2.2) наше припущення, отримуємо:

f(y) =
C

(x− y)α
f(x), y ≥ x ≥ x0. (2.4)

Беручи A - вiльний додатнiй параметр i пiдставляючи xn = x0+nA,
тобто xn+1−xn = A (A - рiзниця алгебраїчної прогресiї), де y = xn+1, x =

xn в (2.4), будемо мати:

f(xn+1) ≤
C

Aα
f(xn).

Застосувавши метод математичної iндукцiї, отримаємо:

f(x1) ≤
C

Aα
f(x0);

f(x2) ≤
C

Aα
f(x1) ≤

(
C

Aα

)2

f(x0);

f(x3) ≤
C

Aα
f(x2) ≤

(
C

Aα

)3

f(x0);

...

f(xn) ≤
C

Aα
f(xn−1) ≤

(
C

Aα

)n
f(x0).

Вибираємо A так, щоб C
Aα = 1

e . Тодi f(xn) ≤ 1
en .

Нехай y - довiльне число бiльше x0, а n - додатнє цiле число, таке,
щоб виконувалося: xn ≤ y ≤ xn+1.

Так як f(x) - невiд’ємна та незростаюча на [x0,+∞) функцiя за
умовою:

f(y) ≤ f(xn) ≤ e−nf(x0) = e1−(n+1)f(x0) =

= e1−xn+1−x0
A f(x0) ≤ e1−y−x0

A f(x0).
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Як результат, ми отримуємо (ii), при ξ = A−1 = (eC)−
1
α .

β < 1:

Взявши f(y) = C
1

1−β

yµ g(y), µ > 0 i пiдставляючи в (2.1) виразивши
g(y):

g(y) ≤ yµ

xµβ(y − x)α
gβ(x) =

(
y

xβ(y − x)
α
µ

)µ
gβ(x).

Вибираємо µ так, щоб α
µ = 1− β. Тодi

g(y) ≤
(

y

xβ(y − x)1−β

)µ
gβ(x). (2.5)

Взявши y = 2x, та пiдставивши в (2.5) матимемо:

g(2x) ≤ 2µgβ(x).

Методом математичної iндукцiї отримаємо:

g(2x) ≤ 2µgβ(x);

g(22x) ≤ 2µgβ(2x) ≤ 2µ(1+β)gβ
2

(x);

g(23x) ≤ 2µgβ(22x) ≤ 2µ(1+β+β2)gβ
3

(x);

...

g(2nx) ≤ 2µgβ(2n−1x) ≤ 2µ
∑n−1
k=0 β

k

gβ
n

(x).

Так як β < 1 : 0 < βn < 1, тодi:

n−1∑
k=0

βk ≤
∞∑
k=0

βk =
1

1− β
.

Отже, враховуючи, що g(y) = f(y)yµC
1

β−1 , маємо:
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g(2nx) ≤ 2
µ

1−β ( max
x0≤x≤2x0

g(x) + 1) =

= 2
µ

1−β (1 + C
1

1−β max
x0≤x≤2x0

xµf(x)) ≤ 2
µ

1−β (1 + C
1

β−1 (2x0)
µf(x0)).

Дiйсно, так як за умовою функцiя f - незростаюча, тому її макси-
мум - у точцi x0.

Отже,

f(y) ≤ 2
µ

1−β (C
1

1−β + (2x0)
µ)y−µ, для всiх y ≥ x0 > 0.

Теорему доведено.

В роботах G.I. Barenblatt [2], R. Dal Passo, L. Giacomelli, G. Grün [5],
B.F. Knerr [7] та A.E. Shishkov and A.G. Shchelkov [13], було доведено ва-
рiант узагальнення теореми Стампак’я, який виглядає наступним чином:

Теорема 2.2 Нехай, дано невiд’ємну та незростаючу функцiю f :

(0, d)→ R1, що задовольняє умовi:

f(y) ≤ C

(y − x)α
(f(x) + (d− x)σ)β, для всiх 0 ≤ x < y ≤ d, (2.6)

де C, α, β, σ - додатнi сталi, такi, що β > 1 i σ ≥ α
β−1 .

Далi, нехай:

dα ≥ C2
αβ
β−1 (1 + 2

α
β−1σ)β(f(0) + dσ)β−1. (2.7)

Тодi f(d) = 0.

Зауваження 2.1 Якщо член (d−x)σ вiдсутнiй в (2.6), тодi ця лема
зводиться до Теореми 2.1.



21

Доведення. Вiзьмемо послiдовнiсть xn таку, що:

xn = d

(
1− 1

2n

)
, n = 0, 1, 2, ... .

Тодi xn+1 − xn (рiзниця алегбраїчної прогресiї) : xn+1 − xn = d
2n+1 .

При n → +∞ 2n+1 → 0, а отже i d
2n+1 → 0. Звiдси xn → d (умова

Кошi).
Це є достатньою умовою для доведення того, що:

f(xn) ≤ 2−
αn
β−1 (f(0) + dσ), для всiх n ∈ N . (2.8)

При n → +∞, оскiльки xn → d i f(xn) ≥ 0 з (2.8) i теореми про
два полiцейських (sandwich theorem):

lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

f(d) = 0.

Застосуємо метод математичної iндукцiї до (2.8). Вiзьмемо y = xn+1

i x = xn та пiдставимо у (2.6):

f(xn+1) ≤
C

(xn+1 − xn)α
(f(xn) + (xn+1 − xn)σ)β;

f(xn+1) ≤
C

dα

(
f(xn) +

(
d

2n+1

)σ)β
. (2.9)

Нехай ε = 2
α
β−1−σ ∈ (0, 1]. Тодi пiдставивши (2.7) в (2.9):

f(xn+1) ≤
2α(n+1)C

2
αβ
β−1C(1 + ε)β(f(0) + dσ)β−1

(
f(xn) +

(
d

2n

)σ)β
=

=
2α(n+1− β

β−1)

(1 + ε)β(f(0) + dσ)β−1

(
2−

αn
β−1 (f(0) + dσ) +

(
d

2n

)σ)β
=

=
(1 + εn)β2−

α(n+1)
β−1

(1 + ε)β(f(0) + dσ)β−1

(
f(0)

1 + εn
+ dσ

)β
.

Звiдси, при 1+εn

1+ε ≤ 1:
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f(xn+1) ≤ 2−
α(n+1)
β−1 (f(0) + dσ).

Теорему доведено.
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РОЗДIЛ 3
ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ СТАМПАК’Я В
ДОСЛIДЖЕННЯХ ПРИКЛАДНИХ ЗАДАЧ

МАТЕМАТИЧНОЇ ФIЗИКИ

У цьому роздiлi розглядатиметься застосування методу Стампак’я
для дослiдження властивостей розв’язкiв лiнiйних елiптичних рiвнянь
(принцип максимума для слабких розв’язкiв) та нелiнiйного рiвняння
пористого середовища (теорема єдиностi слабкого розв’язку мiшаної за-
дачi).

3.1 Для розв’язкiв лiнiйних елiптичних рiвнянь дру-

гого порядку

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку, ви-
гляду:

−
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi + dj(x)u)xj +
n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = 0 в Ω, (3.1)

де Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) - обмежена область з достатньо гладкою межею,
aij(x) = aji(x) вимiрнi функцiї.

Маємо умову рiвномiрної елiптичностi:

∃ν > 0 :
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ ν|ξ|2 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn; (3.2)

|aij(x)| ≤M, bi(x), di(x) ∈ Ln(Ω), c(x) ∈ L
n
2 (Ω); (3.3)

c(x)−
n∑
i=1

(di(x))xi ≥ c0 > −∞ в слабкому сенсi; (3.4)
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max
x∈∂Ω
|u(x)| ≤ Φ < +∞. (3.5)

За допомогою методу Стампак’я можна встановити принцип ма-
ксимуму для слабкого розв’язку.

Визначимо слабкий розв’язок елiптичного рiвняння другого поряд-
ку. Подамо наше елiптичне рiвняння (3.1) у дивергентному виглядi:

−
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi
+ dj(x)u

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x).

Надалi будемо вважати, що dj(x) = 0.
Отримаємо iнтегральну тотожнiсть для визначення слабкого розв’яз-

ку рiвняння (3.1):
Вiзьмемо довiльну фiнiтну функцiю v; v ∈ C∞0 (Ω), (де C∞0 (Ω) -

простiр нескiнченно диференцiйованих фiнiтних функцiй на областi ви-
значення Ω), помножимо її на рiвняння (3.1) та проiнтегруємо по областi
Ω.

v

n∑
i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
+ v

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ vc(x)u = vf(x);

−
∫

Ω

v

n∑
i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
dx+

∫
Ω

v

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
dx+

∫
Ω

vc(x)udx =

∫
Ω

vf(x)dx.

Проiнтегруємо по частинам перший доданок отриманної рiвностi.
Використовуючи формулу Гаусса-Остроградського.

n∑
i,j=1

∫
Ω

∂

∂xj

(
aij(x)

∂u

∂xi

)
vdx =

З (1.2):
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=
n∑

i,j=1

∫
∂Ω

aij(x)
∂u

∂xi
v
→
nds−

∫
Ω

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx.

∫
∂Ω

aij(x)
∂u

∂xi
v
→
nds = 0, оскiльки v - фiнiтна функцiя.

Отримали iнтегральну тотожнiсть для рiвняння (3.1):

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx+

∫
Ω

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
vdx+

∫
Ω

c(x)uvdx =

∫
Ω

f(x)vdx.

(3.6)
Отже, можемо сформулювати означення слабкого розв’язку.

Означення 3.1 Функцiя u ∈ W 1
2 (Ω) називається слабким (уза-

гальненим) розв’язком рiвняння (3.1), якщо для ∀v ∈ C∞0 (Ω) вона задо-
вольняє iнтегральну тотожнiсть (3.6).

Зауваження 3.1 Iнтегральну тотожнiсть (3.6) можна писати, в

тому числi, для всiх фiнiтних функцiй v з
o

W
1

2(Ω).
При виконаннi умов (3.2) - (3.5) введене означення слабкого розв’яз-

ку буде коректним, тобто кожен iнтеграл тотожностi (3.6) є збiжним.

Теорема 3.1 Нехай виконуються умови (3.2) - (3.5), а функцiя
u(x) ∈ H1(Ω) - слабкий розв’язок рiвняння (3.1). Тодi iснує така стала,
що:

max
x∈∂Ω
|u(x)| ≤ K0.

Доведення. Як ми вже встановили, рiвняння (3.1) має слабкий розв’язок
u(x) ∈ H1(Ω) в такому виглядi:
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a(u, v) :=

∫
Ω

n∑
i,j=1

(aij(x)uxi)vxjdx+

∫
Ω

n∑
i=1

bi(x)uxivdx+

∫
Ω

c(x)uvdx = 0,

(3.7)
∀v(x) ∈ H1

0(Ω).

Оцiнюємо кожен доданок нашої iнтегральної тотожностi.
Перевiримо, чи дiйсно

|
∫

Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx| <∞.

Використаємо нерiвнiсть (1.3):

|
∫

Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx| ≤ |

√√√√∫
Ω

n∑
i,j=1

(
aij

∂v

∂xj

)2

dx

√√√√∫
Ω

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

dx| ≤

За (1.4):

≤

√√√√∫
Ω

n∑
i,j=1

(aij)
2 dx

√√√√∫
Ω

n∑
j=1

(
∂v

∂xj

)2

dx

√√√√∫
Ω

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

dx ≤

Вiдмiтимо, що:
n∑
j=1

(
∂v

∂xj

)2

= | 5 v|2;

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

= | 5 u|2;

модулi градiєнтiв. Тому нерiвнiсть набуде наступного вигляду:

≤

√√√√∫
Ω

n∑
i,j=1

(aij)
2 dx

√∫
Ω

| 5 v|2dx

√∫
Ω

| 5 u|2dx ≤

Нетяжко бачити, що:
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√∫
Ω

| 5 v|2dx = ‖ 5 v‖L2(Ω);

√∫
Ω

| 5 u|2dx = ‖ 5 u‖L2(Ω);

√√√√∫
Ω

n∑
i,j=1

(aij)
2 dx ≤M (∀M : 0 < M <∞).

Отже, отримуємо наступне:

≤M‖ 5 v‖L2(Ω)‖ 5 u‖L2(Ω) ≤M‖u‖H1(Ω)‖v‖H1
0 (Ω).

Покажемо, що

|
∫

Ω

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
vdx| <∞.

Використавши нерiвнiсть Кошi-Буняковського (1.3) та за нерiвнi-
стю Гельдера для m функцiй з показниками:

p1 = 2, p2 = n, p3 =
2n

n− 2
:

(
1

p3
= 1− 1

2
− 1

n

)
.

|
∫

Ω

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
vdx| ≤ |

√√√√∫
Ω

n∑
i=1

(vbi(x))2dx

√√√√∫
Ω

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

dx| ≤

≤
(∫

Ω

v
2n
n−2dx

)n−2
2n

(∫
Ω

n∑
i=1

(bi(x))n dx

) 1
n
(∫

Ω

n∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

dx

) 1
2

≤

{∑n
i=1

(
∂u
∂xi

)2

= | 5 u|2 − модуль градiєнта

}
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≤
(∫

Ω

v
2n
n−2dx

)n−2
2n

(∫
Ω

n∑
i=1

(bi(x))n dx

) 1
n
√∫

Ω

| 5 u|2dx ≤

{
‖ 5 u‖L2 = ‖u‖W 1

2
=
(∫

Ω | 5 u|2dx
) 1

2

}

≤
(∫

Ω

v
2n
n−2dx

)n−2
2n

(∫
Ω

n∑
i=1

(bi(x))n dx

) 1
n

‖u‖W 1
2
≤

≤
(∫

Ω

v
2n
n−2dx

)n−2
2n

‖bi‖Ln(Ω))‖u‖W 1
2 (Ω) ≤

В силу Теореми 1.1:H1
0(Ω) ⊂ L

2n
n−2 (Ω), тобто ‖v‖

L
2n
n−2 (Ω)

≤ Cs‖v‖H1
0 (Ω),

а отже, кiнцевий вигляд нашої оцiнки набуватиме вигляду:

≤ Cs‖bi‖Ln(Ω)‖u‖H1(Ω)‖v‖H1
0 (Ω).

Залишилося перевiрити останнiй доданок (3.7):

|
∫

Ω

c(x)uvdx| <∞.

Як i в двох попереднiх випадках ми використаємо нерiвнiсть (1.5)
та Теорему 1.1 (Соболєва).

Степенi нерiвностi Гельдера для цього випадку:

p1 =
n

2
, p2 =

2n

n− 2
, p3 =

2n

n− 2
:

(
1

p1
+

1

p2
+

1

p3
= 1

)

|
∫

Ω

c(x)uvdx| ≤
(∫

Ω

(c(x))
n
2 dx

) 2
n
(∫

Ω

(u(x))
2n
n−2 dx

)n−2
2n
(∫

Ω

(v(x))
2n
n−2 dx

)n−2
2n

≤

≤ Cs
2‖c‖

L
n
2 (Ω)
‖u‖

L
2n
n−2 (Ω)

‖v‖
L

2n
n−2 (Ω)

≤ Cs
2‖c‖

L
n
2 (Ω)
‖u‖H1(Ω)‖v‖H1

0 (Ω).
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Для зручностi, нагадаємо результати наших оцiнок:

|
∫

Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx| ≤M‖u‖H1(Ω)‖v‖H1

0 (Ω);

|
∫

Ω

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
vdx| ≤ Cs‖bi‖Ln(Ω)‖u‖H1(Ω)‖v‖H1

0 (Ω);

|
∫

Ω

c(x)uvdx| ≤ Cs
2‖c‖

L
n
2 (Ω)‖u‖H1(Ω)‖v‖H1

0 (Ω).

Беручи до уваги отриманi результати, робимо висновок щодо (3.7):

|a(u, v)| ≤

(
M + Cs

n∑
i=1

‖bi‖Ln(Ω) + Cs
2‖c‖

L
n
2 (Ω)

)
‖u‖H1(Ω)‖v‖H1

0 (Ω).

Зробимо замiну:

K0 = M + Cs

n∑
i=1

‖bi‖Ln(Ω) + Cs
2‖c‖

L
n
2 (Ω)

, K0 <∞.

Тодi

|a(u, v)| ≤ K0‖u‖H1(Ω)‖v‖H1
0 (Ω), ∀u ∈ H1(Ω), v ∈ H1

0(Ω). (3.8)

А оскiльки ми встановили коректнiсть a(u, v), тодi iснує така
K1 > 0:

a(u, v) ≥ K1‖v‖H1
0 (Ω), ∀v ∈ H1

0(Ω).

Враховуючи умову рiвномiрної елiптичностi (3.2) та попереднiй ре-
зультат, перепишемо (3.8):

a(u, v) ≥ ν‖ 5 v‖2
L2(Ω) −

(
Cs

n∑
i=1

‖bi‖Ln(Ω) + Cs
2‖c‖

L
n
2 (Ω)

)
‖ 5 v‖2

L2(Ω).
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Використавши нерiвнiсть (1.6) в нашому випадку, отримаємо:

‖v‖2
L2(Ω) ≤ Cp‖ 5 v‖2

L2(Ω), ∀v ∈ H
1
0(Ω) : ‖v‖2

H1
0 (Ω) ≤ (1 + Cp)‖ 5 v‖2

L2(Ω).

K1 =
1√

1 + Cp

(
ν − [Cs

n∑
i=1

‖bi‖Ln(Ω) + Cs
2‖c‖

L
n
2 (Ω)

]

)
> 0.

Результат (3.8) перетворюється:

a(u, v) + λ‖v‖2
L2(Ω) ≥ K2‖v‖H1

0 (Ω), (3.9)

де
K2 = min{K1, K1 + Cp + λ} > 0, λ > −K1

Cp
.

Базовим iнструментом для нас є слабкий розв’язок, оскiльки вiн
виконується для ∀v− фiнiтної функцiї, то основною iдеєю є вибiр такої
конкретної функцiї v, щоб виконувалася нерiвнiсть:

max
x∈∂Ω
|u(x)| ≤ K0.

Спробуємо взяти функцiю v, таку, що вона спiвпадає iз u з точнi-
стю до сталої. Тобто, функцiя v задаватиметься як невiд’ємна сiгнум
функцiя, що залежить вiд u та k > 0− const (k ≥ Φ).

v = (u− k)+ =

{
u− k, u ≥ k;

0, u < k;
v > 0, v ∈ H1

0(Ω),

(v = sign(u)(|u| − k)+).

v = u− k, vxi = uxi для v 6= 0.

Взявши в основу (3.9) пiдставимо у (3.6):



31

∫
Ω

n∑
i,j=1

aij(x)
∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx+

∫
Ω

n∑
i=1

bi(x)
∂v

∂xi
vdx+

∫
Ω

c(x)v(v+k)dx±λ
∫

Ω

uvdx = 0.

Звiдси:

a(u, v) + λ‖v‖2
L2(Ω) + k

∫
Ω

(c(x) + λ)vdx = λ

∫
Ω

uvdx.

Беручи λ ≥ −c0, з (3.4) та (3.9) отримаємо, що:

K2‖v‖H1
0 (Ω) ≤ λ

∫
Ω

uvdx.

Введемо позначення:

A(k) := {x ∈ Ω̄ : u ≥ k}.

Тодi за нерiвнiстю Гельдера (1.5) зi степенями нерiвностi:
p1 = 2n

n−2 , p2 = 2n
n+2 та Теоремою 1.1 для просторiв H1(Ω) ⊂ L

2n
n−2

отримуємо:

|λ
∫

Ω

uvdx| ≤ |λ|
(∫

Ω

(v(x))
2n
n−2 dx

)n−2
2n
(∫

A(k)

(u(x))
2n
n+2 dx

)n+2
2n

≤

≤ Cs|λ‖v‖
L

2n
n−2 (Ω)

(∫
A(k)

(u(x))
2n
n+2 dx

)n+2
2n

≤ Cs|λ|‖v‖H1
0 (Ω)

(∫
A(k)

(u(x))
2n
n+2 dx

)n+2
2n

.

Звiдси

‖v‖H1
0 (Ω) ≤

Cs|λ|
K2

(∫
A(k)

(u(x))
2n
n+2 dx

)n+2
2n

.

Використавши нерiвнiсть (1.5) з показниками p1 = r(n+2)
2n > 1

(
r > 2n

n+2

)
та p2 =

1
1− 2n

r(n+2)

, отримуємо:
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‖v‖H1
0 (Ω) ≤

Cs|λ|
K2

(∫
A(k)

(u(x))
2n
n+2 ·

r(n+2)
2n dx

)n+2
2n ·

2n
r(n+2)

·
(∫

A(k)

1
1

1− 2n
r(n+2) dx

)n+2
2n ·(1− 2n

r(n+2))
.

Отже,

‖v‖H1
0 (Ω) ≤

Cs|λ|
K2

(∫
A(k)

(u(x))r dx

) 1
r

(mesA(k))
n+2
2n −

1
r , при r >

2n

n+ 2
.

З iншого боку, за Теоремою 1.1 для H1(Ω) ⊂ L
2n
n−2 маємо:

(∫
A(k)

(u− k)
2n
n−2dx

) 1
2n
n−2

=

(∫
A(k)

(u− k)
2n
n−2dx

)n−2
2n

≤

≤ Cs‖v‖H1
0 (Ω) ≤

C2
s |λ|
K2
‖u‖Lr(Ω) (mesA(k))

n+2
2n −

1
r .

Зауважимо, що якщо h > k ≥ Φ, то A(h) ⊂ A(k).

A(h) = {x : u(x) ≥ h > k} < A(k);

mesA(h) < mesA(k).

Тодi:

(∫
A(k)

(u− k)
2n
n−2dx

)n−2
2n

≥ (h− k) (mesA(h))
n−2
2n .

Виразивши A(h) з попередньої оцiнки, та пiдставивши у нерiвнiсть,
отриману в результатi Теореми 1.1 (Соболєва) отримаємо:

mesA(h) ≤


(∫

A(k)(u− k)
2n
n−2dx

)n−2
2n

h− k


2n
n−2

.
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mesA(h) ≤
(
C2
s |λ|‖u‖Lr(Ω)

) 2n
n−2

K
2n
n−2

2 (h− k)
2n
n−2

(mesA(k))
2n
n−2(

n+2
2n −

1
r) , ∀h > k ≥ Φ.

(3.10)
Припустимо, що

2n

n− 2

(
n+ 2

2n
− 1

r

)
> 1⇔ r >

n

2
.

Так як u(x) ∈ H1(Ω) слабкий розв’язок, то за Теоремою 1.1 для
H1(Ω) ⊂ L

2n
n−2 , L

2n
n−2 - норма обмеженої функцiї u(x). Вiзьмемо r = 2n

n−2 в
(3.10).

Застосовуючи Теорему 2.1 (Стампак’я) до (3.10) з

f(h) = mesA(h), C =

(
C2
s |λ|‖u‖

L
2n
n−2 (Ω)

K2

) 2n
n−2

, α = 2n
n−2 ,

β =
2n

n− 2

(
n+ 2

2n
− 1

2n
n−2

)
=

2n

n− 2

(
n+ 2

2n
− n− 2

2n

)
=

4

n− 2
> 1(

⇒ n

2
<

2n

n− 2
⇔ 2 ≤ n < 6

)
,

отримаємо, що:

mesA(h) = 0 ∀h ≥ Φ + d.

З огляду на умову (i) Теореми 2.1:

dα = Cfβ−1(x0)2
αβ
β−1 .

Отже, в цьому випадку будемо мати

d
2n
n−2 =

C2
s |λ|‖u‖L 2n

n−2 (Ω)

K2
mesA(Φ)

4
n−2−12

2n
n−2 ·

4
n−2

4
n−2−1 ;

d
2n
n−2 =

C2
s |λ|‖u‖L 2n

n−2 (Ω)

K2
mesA(Φ)

6−n
n−2 2

8n
6−n ;
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d =
C2
s |λ|‖u‖L 2n

n−2 (Ω)

K2
(mesA(Φ))

6−n
2n 2

4
6−n .

Взявши до уваги оцiнку A(Φ) ≤ |Ω|, матимемо наступне:

max
x∈Ω

u(x) ≤ Φ +
C2
s |λ|‖u‖L 2n

n−2 (Ω)

K2
|Ω|

6−n
2n 2

4
6−n , при 2 ≤ n < 6. (3.11)

Ситуацiя, коли n ≥ 6 бiльш делiкатна. Тому розглянемо варiант
при n > 6, схожу до випадку n = 6. В цiй ситуацiї, маємо β = 4

n−2 < 1 i
застосувавши Теорему Стампак’я випадок (iii), отримуємо:

mesA(h) ≤ 2
2n
n−6 ·

n−6
n−2

(C2
s |λ|‖u‖L 2n

n−2 (Ω)

K2

) 2n
n−2 ·

n−2
n−6

+ (2Φ)
2n
n−6A(Φ)

h−
2n
n−6 ;

mesA(h) ≤ 2
2n
n−2

(C2
s |λ|‖u‖L 2n

n−2 (Ω)

K2

) 2n
n−6

+ (2Φ)
2n
n−6A(Φ)

h−
2n
n−6 ;

mesA(h) ≤ K3h
− 2n
n−6 для всiх h ≥ Φ. (3.12)

За означенням мiри по Лебегу та за формулою (3.12) ми отримуємо:∫
Ω

urdx =

∫ +∞

0

mes{x ∈ Ω : ur > s}ds =

=

∫ a

0

mes{x ∈ Ω : ur > s}ds+

∫ +∞

a

mes{x ∈ Ω : ur > s}ds ≤

a|Ω|+K3

∫ +∞

a

s−
2n

r(n−6)ds = a|Ω|+K3
r(n− 6)

2n− r(n− 6)
a−

2n−r(n−6)
r(n−6) , якщо r <

2n

n− 6
.

Обравши a = |Ω|−
r(n−6)

2n , ми маємо:
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∫
Ω

urdx ≤
(

1 +K3
r(n− 6)

2n− r(n− 6)

)
|Ω|

2n−r(n−6)
2n , для r <

2n

n− 6
. (3.13)

Так як 2n
n−2 >

2n
n−6 , тодi в (3.13), u(x) ∈ Lr1(Ω), для r1 ∈

(
2n
n−2 ,

2n
n−6

)
.

Пiдставивши r = r1 в (3.10) отримаємо (3.11) для 6 < n < 10. Повторючи
процес iтерацiїї ми отримаємо (3.11) для ∀n ≥ 2.

Теорему доведено.
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3.2 Випадок рiвняння пористого середовища

Рiвнянням пористого середовища називається нелiнiйне рiвняння
параболiчного типу, вигляду:

∂tu = ∆(um), m > 1.

Рiвняння пористого середовища, що наведено вище, було взято iз
робiт J.L. Vazquez [16].

Iснує ряд фiзичних застосувань, в яких це рiвняння є основою для
описання процесiв. Найвiдомiшi iз них описання руху iзоентропiчного
газу через пористе середовище, описанi H. Darcy [6], L. S. Leibenzon ( [8]-
[9]) та M. Muskat [11]. Теплове випромiнювання в плазмi, описане Ya.B.
Zel’dovich, Yu.P. Raizer [18]. Дослiдення iнфiльтрацiї пiдземних вод, що
належить J. Boussinesq [3]. Крiм математичної фiзики, рiвняння пори-
стого середовища використовується для дослiдження розповсюдження
в’язких рiдин та теорiї граничного шару.

Розглянемо наступну граничну задачу:
ut = ∆um, в QT ;

u = 0 на ∂Ω× (0, T );

u(x, 0) = u0(x) в Ω;

(3.14)

де m > 1, T > 0, QT = Ω× (0, T ).

Означення 3.2 Функцiя u визначена в QT називається слабким
розв’язком задачi (3.14), якщо:

i u ∈ L1(QT ) та um ∈ L1

(
0;T ;

o

W
1

1(Ω)

)
;

ii u задовольняє iнтегральну тотожнiсть:
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∫ ∫
QT

(OumOη − uηt)dxdt =

∫
Ω

u0(x)η(x, 0)dx, (3.15)

для всiх η ∈ C1(Q̄T ) : η = 0 на ∂Ω× (0, T ), η(x, T ) = 0.
Основним результатом пiдроздiлу є теорема єдиностi слабкого розв’яз-

ку задачi (3.14):

Теорема 3.2(Єдинiсть) Нехай виконуються такi умови:

um ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) та u ∈ L2(QT ).

Тодi задача (3.14) має єдиний слабкий розв’язок.

Доведення. Будемо доводити методом вiд супротивного. Припустимо ми
маємо два слабких розв’язки u1 i u2. Щоб довести єдинiсть, вiднiмемо їх
один вiд одного i у результатi маємо отримати 0.

Взявши wi = umi та пiдставляючи у (3.15), отримаємо:∫ ∫
QT

{O(w1 − w2)Oη − (u1 − u2)ηt}dxdt = 0.

Вiзьмемо пробну функцiю η в наступному виглядi:

η(x, t) =

∫ T

t

((w1(x, s)− w2(x, s))ds для всiх t ∈ [0, T ].

Навiть якщо η не має необхiдної гладкостi, ми можемо наблизити
її за допомогою гладких функцiй ηε, для яких (3.15) буде виконуватися.
Оскiльки:

ηt = −(w1 − w2) ∈ L2(QT );

Oη =

∫ T

t

(O(w1(x, s)− Ow2(x, s))ds ∈ L2(QT ),
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та, крiм того, η(x, t) ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) i η(x, T ) = 0. Ми можемо перейти

до границi, при ε→ 0, та (3.15) буде продовжувати виконуватися для η.
Отже,

∫ ∫
QT

(u1 − u2)(w1 − w2)dxdt+

+

∫ ∫
QT

O(w1 − w2)

(∫ T

t

(O(w1(x, s)− w2(x, s))ds

)
dxdt = 0.

Звiдки

∫ ∫
QT

(u1 − u2)(w1 − w2)dxdt+

+
1

2

∫
Ω

(∫ T

0

(O(w1(x, s)− w2(x, s))ds

)2

dx = 0.

Застосовуючи нерiвнiсть:

(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b) ≥ C0|a− b|p для всiх a, b ∈ R1, p ≥ 2,

де C0 залежить тiльки вiд p, при p = m+ 1 ми маємо:∫ ∫
QT

|u1 − u2|m+1dxdt ≤ 0.

Отже, ми приходимо до того, що u1 ≡ u2 в QT .
Теорему доведено.

Зауваження 3.2 Розв’язки цього типу називаються ще слабко-
енергетичними.
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ВИСНОВКИ

Пiд час виконання квалiфiкацiйної роботи "Застосування методу
Стампак’я в дослiдженнях прикладних задач математичної фiзики"отримано
такi результати:

1. Опановано метод Стампак’я, що поданий у Теоремi 2.1 та Теоремi
2.2 для дослiдження багатьох задач математичної фiзики.

2. Застосувавши теорему Стампак’я для невiд’ємної та незростаючої
функцiї дослiджено слабкий розв’язок лiнiйного елiптичного дифе-
ренцiального рiвняння другого роду.

3. Дослiджено розв’язки мiшаної задачi iз нелiнiйним диференцiальним
рiвняням; застосовано результати дослiдження до рiвняння пористо-
го середовища, що має широке прикладне значення у русi iзоентро-
пiчних газiв, розповсюдженнi в’язкої рiдини та теорiїї граничного
шару.

За результатами квалiфiкацiйної роботи:

1. Опублiковано тези: А.О. Белiк Метод Стампак’я дослiдження вла-
стивостей розв’язкiв рiвнянь в частинних похiдних //Вiсник сту-
дентського наукового товариства ДонНУ iменi Василя Стуса Вип. №14,
Т. 1, С. 202-207, Вiнниця, 2022.

2. Зроблено доповiдь на конференцiї: А. О. Белiк, К.О. Буряченко За-
стосування методу Стампак’я до рiвняння пористого середови-
ща //I Мiжнародна науково-практична конференцiя "Прикладнi аспе-
кти сучасних мiждисциплiнарних дослiджень Вiнниця, 2022.
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